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e X = X" hypersurface algebrique lisse H%“.
e » = dimension= 2 ou= 3 icl.
e = degre deX.
o Q];( —: faisceau deg-formes holomorphes sux.
o Ky =) =:fibré canonique.
e Définition . X" estde type généralsi
(X, K™
est de I'ordre de grandeur de” quandm — oc.

e Fait : Géeneriguement, tout&” de degréd > v + 3
est de type général, au+ 3 estoptimal

Conjecture de Green-Giriffiths : toute X¥ C I%H de
type général contient une sous-variété algébrique prop
Y C X qui absorbe toutes les courbes entieres no
constantes a valeurs dais

Stratégie de Demailly, Demailly-El Goul, Rousseau.

Sous-objectif : construire degquations differentielles
globalesqui seront satisfaites par toute courbe entiere e
degréoptimal :

dopt = 5 endimension =2; dpe,—pig = 15; 21;
dopt = 6 endimension = 3;  dpyysseau = 97; 593.
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e Semple~ 1950 ; Demailly 1997 faisceau des opéra-
teurs differentiels invariants :

DS} T
(v = dim X) jusqu’aux dérivées (jets) d’ordre> 1.
e 1 := ordre des jets

e Définition : Dans une carte Iocale, Sl on note :

P = (e S RN e

le jet d’'ordrex d’'un dlsque holomorphe
f=0Unf o fv):COU -V CX,

on recherche les polyndme&s= P(;" f) tels que :

P(j"(f o)) = ()" P((1"f)og) |,
pour toute reparamétrisation a la soutce’ o(U) C C,
oum > 1 est un entier qui sera appeledeids deP.

e Graduation : DS;T% = &y, (DS}, T%) de ce fais-
ceau deC-algebres.

e Question ouverte :comprendre la structure algebrique
de ce fibré pour les jets d’ordre éleve.



DS, T
e Classes de CherndeX : ¢y, 9,3, ...,Cp.
e Estimation attendue :en dimension = 2 :
X(X, DS, Tx) = m"™? (A% =By ) +0(m" 1),
avec deux coefficients rationneis(O dont le quotient :
Alﬁ:

B/i
doit tendre vers lI'infini avee.

e En fonctiondu degrédde X : (v =2) :
c% =d (4 — d)Q.

> OO

e En dimensions trois et quatre :

Xg,m K 3 K K 1
m2%+3:—A cd(5—d)°+B"-cicog—C .CS—,—O(E)’
X1
mSKTAI:A“-d(ﬁ—d)4—B“-c%c2+C“-c%—
1
—D“-C1C3+E“-C4+O(—).
m

e Eu égard a la conjecture de Green-Griffitbs,attend
que le coefficientA® domine tous les autres lorsque
x — 00, d’ou par exemple en dimension deux :

K
X2,m

mm+2

AF(/
~d(4—d)? T pour toutd > 5 |.




S - - - - = 7/ —ops =
oy =3: ¢t =d(5—d)’ dopt = 6
oy =4: cl_d(G d)* dopt = 7
e Resultats connus en dimension 2 :

(1 Demailly 1997 v =2,k = 2.
A

2

X2m = 548
13
2 _1,444...

positif pour toutd > 15.

—(13¢f — 9cy) + O(m?),

[1 Demallly ; Rousseau~ 2004 :v =2,k = 3 :

5
3
X2m = o5 (47 c] — 26 c2) + O(m )
il = 1,807
26 T ) )

positif pour toutd > 11
e Résultats connus en dimension 3 :
[ 1 Rousseau~ 2004 :

9
i ~ o= (29233} — 3967216 + 12384
9
_ 8164;2 5. (389d° — 20739 d” 4 185559 d—

— 358873),
positif pour toutd > 43.



e Formule générale pour la caractéristique :

o miTE ATy O (it
X27m R Cq Co | + (m )

Bli
e Quotient significatif :
IaY AKJ
C = @
e Exprimer en fonction du degré de X* C PP, :
¢ =d(4—d)> ¢y =d(d>—4d+6).
e Résultat :

mm+2 1
X"im — Br d qC/i(d) + O(m’{ )

avec :

qer(d) == d*(C" — 1) — d(8C" — 4) + 16C* — 6 .

e Question :siC" tend effectivement vers l'infini, a par-

tir de quelle valeur d€”™ a-t-on (comme on l'attend) :
qcer(d) >0 pour tout d > 57

e Réponse il faut élever I’ordre I des jetsjusgu’a ce
gue ce quotient significat@”™ = B,{ depasse strictement
le nombreonze

e Observation embarassante :
Ch=2 =144 CH=3 =1,80 Cch=*=212.



e Supposery =2 etk = 4.
e Objectif : décrireDS; , T
e Résultat connu, mais non publié (Demailly, Rousseau
e Recherches sur ordinateur :
¢ 9 invariants fondamentaux pour= 4.
e 9 syzygies pouk = 4 (Maple).
e 15invariants pour = 5, maisil en manquelo.
e Dans cet expose :
[1 Calculs manuels
[1 Un procédé pour engendrer les invariants

[1 Trois procédés pour engendrer les syzygies

Théoreme.Le calcul de caracteristique d’Euler donne :
6

12293120
et le quotient significatiC* = 07 = 2,119 - - - assure
la positivité pour tout degré > 9.

X(X.DS3,,Tx) = (1797 1 —848 c9) +O(m”)

o DécomposerDS%)mTj( en representations irréduc-
tibles de Schur*A277%.
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(trés difficile & obtenir lorsque > 5) de ced™ 12T et
on pourra calculer les caractéristiques d’Euler grace a |
formule :

3
X(X, F>‘1’>‘2T)*() — c% [X? — )\g] — 9 (>\1 — )\2) +
2
+O(|A]%),
ol le O(]A?|) donnera duO(m”) aprés sommation, ce
qui constituera un reste négligeable par rappon’a
e Raccourci : pour repérer les fibrés de Schut*277%
qui composenTDS‘QL Iy, chercher directementles po-
lynémes invariants par reparamétrisatib' (;*f) qui
sontaussiinvariants par I'action unipotente définie par :
A A A A A
=17 e = Y u
ouu € C, pour touth tel quel < A\ < &, et pour préciser,
qui satisfont :

va(u °j4f) — va(jzlf),
pour toutu € C.
e INtéréts du raccourci :

[1 lorsqu’on engendre tous les invariants, seules de
divisions éventuelles paf| interférent;

1 il suffit seulement de « grobnériser » I'idéal des po-
lynoOmes fondamentaux doublement invariants ainsi er
gendrés.



(@) ,(a)
AP — Iy ) .
fl(ﬁ) f2(ﬁ>
e Exemples :
/
AbZ = ]]:1 ;/2/ 7 A*9 = J]:/// ]]:///

e Observation :

(@) la) ()
NG C A S I E B SN BN )

Théoréme .Tout polyndmeP>*V (4 f) de poidsm in-
variant par reparamétrisation et par rapport a I'action
unipotente s’écrit sous forme unique

PQXiHV(j4f) (f17A3 Al 1,M8)
+ AYR(f1, A% ALy, MP),

ou Q etR sont des polynOmes arbitraires de poiaset
m — 5 et ou les cing polyndmes fondamentaux

(fi A A AL M),



AP = AL

AY = AL -3 AL f

A= AN A 40 = 10AY f A+
+ 15 AL

M® =3 AV AL 4 12 A ALZ = 5 AL ALS

et sont manifestement doublement invariants. De plu

I'idéal des relations entre ces cing polynomes [@sh-
cipal, a savoir: il est engendré par I'unique relation

0= flAAM®—3A°A] | +5A7A].

e Observation : Tout polynomeP(fl,/\3 A}, Ay, M)
en ces cing invariants doit s'écrire de maniére unique e
tenant compte de cette syzygie :

(1 remplacer toutes les occurences de\? par
L gl gl g8 3 A3 :
—5 fIAM® =2 AA )

(1 obtenir la forme annoncée :

PQXiDV(j4f) (fl,AS Al 1,M8)
+ AYR(f1, A% AL, M),



toriel des polynémes de poids invariant par réparamé-
trisation et par rapport a I'action unipotente est consttu
de 'ensemble des monomes :
3 7 8\ 0
(F) (A% (ALy)" (M7),
aveCca+ 33+ 7y+8 =m, et:
5 3 7 8\ 0
AT (%) (A D)7 (M%),
avec a + 38+ 7y + 80 = m — 5,
qui correspondent aux représentations irréductibles c
Schur :
pot437+20, ﬁJerrQ(STSk(7 et -
2+a+B+3v+20, 1+3-+v+26
2+a+5+3y O+ TS,

ce qui permet d’achever le calcul de Riemann-Rodh.

Corollaire. Tout polyndme (j*f) invariant par repara-
metrisation s’exprime polynomialement en fonction de

- - Lol A3 AD AD AT 7
neuf invariants fondamentaufx, f5, A%, A7, A9, Ay, A1 5 =
AL AT, et M® donnés comme suit par des formules
2,10 1322
explicites:
£
/\; = Al?
A2 = AL 3 AL2 £
AL = AM L AN L s ALS(fIf Bf@’ i+
!l ¢!l
+15 AL [ f
M8 — 3A1’4 AI,Q + 12 A2’3 AI,Q o 5A1’3 A1,3




P(7A(f o) = 6" P((341) 0 ).

agp = fl_l, avec les belles formules suivantes :

(foo fi 1) =207,
f
13
_ !/ A _
(f20f1 1) _Wofl 17
_ 11/ A5 _
(fao f71) =<f{1)5of1 g
/111 A7
(f2of1_1) <f1)17 f1 )

engageantes — qui font croire a tort que la branche d'’in
variantsA? A%, A{ ;... estlabonne — d'ou:

A AD AL
P .0, /1 ,O,—,’)o —1
(17 E i ¢
- (& 7 o f7) P o £7Y).
puis en reparametrisant par et en simplifiant :

PG = D (F)*Pa(f5 A% AL ALY).

—%méaém

A|Probléme :il y a despuissances négativede f;.

?/ Pourquoi ? Comment les éliminer ?




u-fo=fy+ufi
uc AT =A% ue A =AY u AL = AL,
donc chaqué®, est indépendant dg :
PG = D (D" Pa(A% AT AL) .

—%mgaém

e Tirer M® de son chapeau remplacer toutes les carrés
1 3 -
AYAY par—s f1f{ M® + 2 A% A |, et obtenir :

PG = > () [Qa(A3 Afq, M®)+

—%mgaém

+ AT R (A, AT 1, M)

Assertion. Il n'y a plus de puissances négatives ffé

e Preuve : Multiplier par (f])~ "™ et faire f] = 0;

Ny =~ £,

Al g =3( AT

Malp = =15 (R

M|y = 3" )L F2) = 12075 = ) (1 1)
=5(f{" 1))




A4

Lemme. Une identité polynomiale du type

0= QA% A, M%) + A{R(A, ALy, M°)
) ) f{:O
peut étre satisfaite seulementsiE= P = 0. []

Question : Comment comprendre et prévoir I'existence
de l'invariant/8 ?

Réponse partielle :les trois invariants fondamentaux
évidents\?, A? et A{ ; ont beau étre algébriquement in-

dépendants, ils cessent de I'étre lorqu'on pgse= 0,
car on a la relation :

= _3A%A] 5ATAY
1,1 f{:OJF LM

En vérité, nous connaissons déja la syzyqgie :
0= flf{ M®—3A AL +5A7 A,

mais si nous avions I'ambition de géenéraliser le gas

2, k = 4, nous devrions nous imaginer étre dans I'igno-
rance de cette syzygie, et il nous faudrait pouvoir la re
constituera priori.




H N & W'l S’ & N’ 1 § e N ¥ ¥ & /R o - - B /'l S’ & i

tions entre les polyndmes fondamentaux double-
ment invariants qui sont satisfaites lorsqu’on pose
f{ = 0 se cachent des «termes fantdmes » qui ré-
velent des invariants supplémentaires.
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[1 Genéraliser immeédiatement I'expression ration-
nelle :

.....

[1 Engendrer récursivement un systeme de polynome
fondamentaux invariants par reparameétrisation et inve
riants par I'action unipotente.

[1 Engendrer toutes les syzygies entre ces invarian
complets.

(] Grébnériser I'idéal obtenu en posafit= 0.

(] Etablir que les syzygies pm@r)\ﬁzo proviennent
des syzygies completes.

[1 Calculer I'espace vectoriel des mondmes restant
modulo la base de Grobner réduite :

C|Invariants doubles| /syzygies.

[1 Deduire comme corollaire une description complete
deDS’im v en faisant agir le groupe linéaig@marque :
la base de GrobnépS; T n'est pas héritée, mais il serait inutile,
pour le calcul de caractéristique d’Euler, de grobneri38t, 7).
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e Question : Comment engendrer tous les invariants fon-
damentaux ?

e Produit croise entre invariants : supposer connus
deux polynOmes homogenes invariaRtgle poidsm et
Q de poidsn :

P(i"%g) = (¢')" P((5"f) 0 ),

Q(57g) = (¢')" Q7 f) 0 9),

ou I'on a posé; := f o ¢.

e Différentier par rapport a la variable € C revient a
appliquer lopérateur de différentiation totale :

0(e) (A1)
D= Z - f :
AeN 8f<>‘>

ce qui donneici :
DP] () =mo” ¢ " P((57f) 0 6)+
+¢"" ¢/ [DP] (55T f) 0 9),
DQ] (7 g) =nd” ¢ QU(FF) o )+
+¢" ¢ [DQ]((j7Tf) 0 9).

e Eliminer la dérivée secondey’” : effectuer leproduit
croise:



fDPﬁ(’*“ mP(j"g) '
DQ ( T+1g nQ ] g
B mgb”gb’m 1 ( )+¢/m+1[ }( /@+1f ) mgb/mp«j’if)oqb)‘
ne" ¢ Q((J ’”“f) cb) + ¢ DRI ) o) nd"Q((7f) 0 ¢)
qb/m-i-l [DP]( /i—i—lf ) ¢/m P(( l'if‘) OQb) ‘
¢ DQI((T ) e d) nd"Q((57f) o ¢)
P (jf<;+1f> mP(]Kf)
[DQ} ™) nQUTS) '

qui S’avere ainsi constituer un nouvel invariant de poid:
m+n + 1.

qz5/m+n+1

Observation. Toute paire d’invariants produit automa-
tiguement un nouvel invariant :

[P, Q] =nDP-Q—mP-DQ|,
qui est évidemment antisymeétriguekeat enQ.

Trois familles génératrices de syzygies :

(Jac) 0= [[P, Q] R] +[[R, P|, Q] + [|Q, R], P|.
(Plck,) OEmP[Q, R}+0R[P, Q}%—nQ[R, P] .
(Plcks) 0= [P, Q]-[R,S]+[S,P]-[R, Q] +[Q S]|-[R,P]|.

Analogie avec la théorie classique des invariantsa-
process et{)-process.
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e Bases de Grobner sur ordinateur :trois calculs dis-
tincts sur Maple conduisent aux neuf relations fonda
mentales suivantes entre les neuf invariants fondame
taux deDS;T% -

1
oEféA?—f{AS—MSAS,

EE f2/\1 1= fIA s = 5AAY,
0= f2/\12 — f1AS o = 5A7AS,
4

0= f] fi MP=3AA{ | +5A7 AT,
02 f] FMS —3A3A] 4+ 5ATAS,

6
0= f5f5M® =3NNS +5A3A,

0= f{ AP MS = AJAT, 4+ AJAT
0= FAPME— ATAS,+ AJAT,

[o Z 573 A3 M8 — Ao AL+ Ao AT

e Reconstitution organisee des neuf relations fonda-
mentales :au niveau inferieuk = 3, cing polyndmes
fondamentaux existent :

(A B A A7 M),



0

[f1, f2), N] +

_ 7 AT
=0+A7A =AMy

o C2 = 10 identités (Pick; ) :

0= ff
b

OEf{

0= ff

f5 A
) £
fév Al_
] £
fév AQ_

d ]
0= f{ [AS, A?

0= ff
e
0= f3
0= ff
0= /3

A%, A
Y
A%, A
Y
Y

+3A7
+5A7
+5A9
+5A7
+5A9
+5A9
+5A7
+5A9
+5A9

f1s 1o,
1. f
11, 15

A3, A
AL

AS, S

(A% 1), £ + [ A7), A1
=A% N+ A A+ [ A3, A

?

)

?

f1. N+ 307 AL, £,

1 A7
LAY
f5 A
f5 A
f5, AT
0L 3A3 AL, A3] + 543 [A3, AT] + 5% [AS, AY).

+3A7
+5A7
+3A7
+3A7
+5A7

A3, f]

17

A3, f]]

17

AL, f5)

17

A3, f5)

17

A3, f5)

17




e M= = = = ¢

Bt U~
1, fo] - [N ]+ (AL A [AS ) + [ AY) - [, A
1 fo] - A0 ]+ [AS, A [AS ) + [ 3] - [, A,
1 f) - AL N3]+ (A 1 A f) L 3] AT A
1, N [AY AS) + [AS, A1) - (A AP+ AP, A5 - [AS, A1),
fo, N°] - [AD, AS) + [AD, A - [AY, AP+ [A°) AG] - [AD £2.

&)

o o o o O

e Observation : Les9relations fondamentales obtenues
sur Maple s’identifient, modulo les redondances, avec le
10 + 5 = 15 relations ainsi écrites automatiguement.

e Observation : parmi les62 relations obtenues par
Rousseau dans sa these (15h de calcul sur Maple) en
les16 invariants fondamentaux désgm v» seulement
30 d’entre elles sont fondamentales et Gésrelations
proviennentdans leur intégralité de nos trois familles
fondamentales de syzygies.

e Réflexion sur la puissance comparée entre calcul di-
gital et calcul manuel(digression orale).



e Appliquer nos quatre procédés générateuren di-
mensionr = 2 aux jets d’ordrex = 5 en partant du
niveaux = 4, doté des 9 invariants connus :

(7 5 A A A] AT, A, AR, )

 Nombre de crochets : C5 = 36.

e Relations de Jacobi :utilisées pour éliminer quelques
iInvariants superflus.

 Nombre de relations (Plck;) : C; = 84.
e Nombre de relations (Plcks) : Cy = 126.

A\ On attend donc a priori : 36 invariants ayanf10

relations entre eux.

e Etape 1 :calculer les36 crochets et normaliser les ex-
pressions obtenues.

e Etape 2 : éliminer quelques crochets redondants grac
a I'identité de Jacobi.

e Etape 3 :calculer le210relations.
e Etape 4 : grobnériser 'idéal obtenu.



e Tenir compte des crochets deja calculés a I'étage

Kk = 4.
e Liste de crochets a étudier :
Z]’ fk;__ [M87 fZ,
_/\7], /\3_ []\487 /\3}
Y i A5: (M, A?]
[A7 A } [M87 AZ]]
[MS, M®],

e Rappeler la liste des invariants normalisés pour les
jets d’ordre xk =4

A3 — Al 2
AS_Al?)f 3A12f” .
Ny = AV AN fIf = AL f+ fif]) + 15 AV £ f7
M® =3 AN ALY 12 AP AL — 5 ATTALS




sz.’ — fz.”
DA? = A3
DA? _ A1’4 fz/ 4+ 4A2’3 fz/ . 5A1’3 fz'//
DAj; = AW fifi + SO fifi —4AN(ffi+ i) -
— 16 A%? (fi//f]/' 4 fz'/f]/'/> _ 5 A3 (fz'mf]/' + fz'/f]/'//)—i_
+ 35 AN ([T
DM® = 3AM A2 £ 15 A2 AL — 7 ATALS 9 AZ3 AL

e Quelle normalisation ?

e Réponse :On doit tenir compte des relations évidentes
qui existent dans les algebres plickeriennes :

0= A%? fl— ALS 4 AlL2 g
0= A" fz’ _ A4 fz// 4+ A2 fz_////

e Boite noire numeéro 1 :les calculs de normalisation.

e Boite noire numéro 2 :les calculs de simplification et
de nettoyage final des crochets.

e Etudier au moins un exemple crucial, la délicatein-
quieme famille de crochets :



(AT, AJ] =5DA], - A} — 7TAL - DA}
_5A15A13f/f/f]:;+25A24A13f/f/f]:3 A14A14f/f/f]:3
— 56 AP AN L — TI2 AP AR fL e — 15 AV AL fL i —
_ 75A24A12f2f]f 4 15A14A13(f21/f] +fzf;/)fk
+ 35 A1’4 Al’?’ fz'/f]/'f]:;/ + 60 AQ’?’ Al’?’ (fz'//f]/' 4+ fz(f;/) f]:;—
— 10 AQ,S Al,B lefj/f]:;/ — 95 Al,S ALS(fZ'/”fJI' 4+ lefj”/)f];_F
+ 175 Algﬁlgf”f”f]é — 100 A13A13(f//f/ 4 f/f//> n
—|—60A14A12(f”f _|_ff”) _1O5A14A12f//f//fk+
+ 240 NP AR (S FT 4 [T fE — 420 A% AL T T

Ces six invariants ne sont pas independants entre eux,
(Jac) fournit les relations :

0= [[£7, A7) A7)+ (a7 £, A9) + (a3 ARL, 74D,

qui se reduisent@= 0 lorsque;j = k, mais qui octroient
deux relations lorsqug # k, a savoir :

(Ao ] = [AL L AS] 45 M° A7 + 507 M,
[Al 22 A2] [AQ 25 /\5] — 5M8A — 5N MY,

et qui nous permettent de n’avoir a considérer que le
guatre (au lieu de six) nouveaux invariants :
. 5 . 5
K{7q = [A] g, A7), K{7 o= [A]}, A3],
13 7 5 13 5
K)5 1= [Ayg, A, Ka% o= [Ago, A3].

Toutefois, le travail n’est pas terminé'!
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donc nous devons introduire I'invariant de poids 12 :

K12 = [T, A

i
— fIf! (5 ALSALS £ 95 A2Z4 ALS _ 7 AL AL _ 55 A23 A4

— 112 A% A2’3) + f! {’( 5 AL AL _ 75 A24 A2
+65AM AL £ 110 A AT 3) - f1f”’< — 50 AL A1’3)+
4+ f{/ {/( — 95 Al,S Al,?) +15 A1,4 A1’2 + 60 A2’3 ALQ).

ParelllementK2 2. etant divisible parf}, nous devons

introduire K22 f’ [A2 ,, A3]. Mais les deux inva-
riants restants ne sont divisibles ni p4rni par fJ, et
lorsqu’on fera agir le groupe linéaire pour obtenir tous
les polynOGmes invariants a partir des polynﬁmes double

ment Invariantsil n'est pas clair du tout que K1 10 €t
2,2,1 decoulent deK

Lemme.Sil'on introduit, pour tous indices j apparte-
nant a{l,2}, les quatre invariants de poids 12

K5 = fifj(5AY AL 425 APALS — 7T AMALE — 56 A29 AL
b ()

) + i} _g e, ( — I5AYALZ 75 A2 ALY

ATl
>
F A (= 2B AM AN £ 15 AN AR 1 60 A2 AL2),

— 112 A%3 A2S

FEAM AL £ 110 A2 AL 4 — 50 AN AL



o e e e L LD e L L AT T AL T 2, 2,4
précedents sont réobtenus grace aux quatre relations

K71 = flK{3.
5
K112—f1K12——/\3M — 5A) M,

5
221—f2 +§/\3M2 +5A5 M,
2,2,2—f2

En conclusion nous devons introduire les gquatre inva
12 12 K12
rlantsK1 T K1 2 K27 et K, 2 (en faltK1 0= 271).

DémonstrationCalcul direct et douloureux : grace a

la permutationl «— 2 des indices ﬁnoter que les®/’
changent de signe), il suffit d’établir la deuxieme iden-
tite. Nous reécrivons tout d’abord, en repartant de I'ex:

pression obtenue poyA| |, Aj] :

K150 = A f3(5 A1 AL 425 A2 ALS - 7 AL AL 56 A28 AL
_ 119 A28 A2’3) i f{f{fﬁl( 5 AL AL L5 AZAALZY
+35 AN ALY —10A%7 Alv?’) + 111 (30 A AL 1120 A3 Alv?’) +
A =50 AY AL 4 1 f (175 AM AL — 105 AL AL

420 A3 A1=2) +fLf fé’( — 200 AL A3 4 120 AL AL 4 480 A2 Alﬂ) |

Ensuite, nous effectuons la soustraction :



K~ fiKis =
_ f/f/ //( L EA1,5 Al,Q -
1J1J2 9
15
! el gl —A1’5A1’2
+ /1 f2(2

(- g asa 3)

m 5_0 1,3
+ fififs (2 AL AL )
FUAF(175 A1 AL 105 A AR - 420 A2 AL ) 4

L ( 75 A ALY 1105 AN AL2 4 490 A23 AL?) |

E APAAL § AM AL - G5 AP A4

75 A24A1 2 A1’4 A3 1 65 A23 ALS)_,_

Remarquablement, les coefficients polynomiaux com
plexes étant opposés par paires de lignes qui se suive
nous voyons des déterminants 2 se reformer :

13 ;12
K1,1,1_ fi K1,2 =

?AM AL2 AL2 +2A1’4 AL AL2_

_ f{( B §A1,5 AL2 AL2
2
65 A23 AL2 A1’2> L (5_20 AL3 AL A1’2>—|—

+ fi (105 AMAR AL 4420 AP A AL — 175 AT AL Al’?’) .

Comme les deux premiers termes de la premiere lign
ressemblent & ceux de’ M, nous pouvons écrire :

5
— —§ A3 M110—|—

n f{( B %AM ALBAL2 _ 6o AZ3 AL3 AL2 —|—52—0A1’3 AL2 A1’3)+

n f{/ <45 AVALZALZ | (g0 AZB ALZ AL _ 75 AL ALS A1’2).



'expression développée de-5A? M®, ce qui nous
donne bien la relation annonceeK1 9 — f1 K12 =

3 5 Ar8
5 A M0 — 5 AD MS, ]

Théoréme Tout polyndm@2*11V (;5° f) de poidsm inva-
riant par reparamétrisation et par rapport a I'action uni-
potente s’exprime polynomialement en fonction de on:
polynomes fondamentaux

oA A A, MO
10 A12 12

Ay MY NBOKR
14 16

Hi" Fi]

dont I'idéal des relations est constitué des guinze equa
tions de degré< 3 suivantes

——f1f1M8—5A5A +3A%AL
o=—f1f1M Vo TAYA] +3ATAY
E)—le12—8A5M8+3A3M10,
——f1f1K11—7A I AL +5APAY
0=—f1H —8A] M8+5A§M10,
——f1 11—8M8/\ 11 TAL MY



U= =90 N7 — (A M- T oAy My,

54
= 3N H{ =8 ff MPM® +5A7 N2,
61

= 3N P =8 f{ MO MY+ TA[ N2,
71

—5A) R — 8 f{ MO K{3 + A HYY,

0= A5 K3+ MOAY g —Af MY,
0_A5H + f1 M MY —AIJNH,
o_A5F L+ A MM = A N
05/\7 F16+f{M110 K7 — A HY?
0—M8F + NP2 K3 — MY HyY,

et tout polyndme ( j°f) invariant par reparamétrisation
s’exprime polynomialement en fonction de vingt-cing in:
variants fondamentaux

flofs AN A AL A, Ay, MP
A Aoy /\2,1,2 /\2,2,2 MY My
NP K K5 Ky Ko
N

qui sont donnés par les formules explicites normalisées



ALy = AV L 5 A fLf fie
AL S S TN
— 6 AP+ fif)) fi— 2807 £ 5 -
= SO S S4 SL) S 3 AP S+ S+ D) -
— 105012 £/ 1.

M‘10 — [3 A1’5 ALQ +15 A2’4 ALQ o 7A1’4 Al,S + 2A2’3 A1,3] f/_
— [24 AN AT 496 AP AL — 40 AT ALE) 1

N12 — 9A1’5 ALQ ALQ + 45 A2’4 A1’2 A1’2 — 45 A1’4 ALS ALQ—
— 90 AQ’B Al,S ALQ + 40 Al,S Al,?) Al,?)7

K12 = flf(5 AN AY 4 25 AZIALS - 7 AT AL - 56 AR A - 112 A2 AR

LPI
i (flfj 5 fl fj) ( —15 A1’5 A1’2 — 75 A2’4 ALQ + 65 A1’4 Al,S + 110 AQ’B Al,?))_

(f{f;// _|_ fi///f]/.)
2
FFIF (= 25 A AY 115 AN AL 160 AP A12),

_|_

(—50a1A1)4

HM = (15 A1 AL A2 475 A2 ALS A2 4 5 AL AL ALSL
+ 170 A?3 A AL 24 AT AL ALZ 192 AVEAZS AL
_ 384 A23 A23 A1,2) flr (_ A5 ALS AL2 AL2 _ 995 A24 A12 AL2,

+225 AN AL AL 4 450 AP ALS ALZ — 200 AT AL Al’?’) i



2y \ - S S S o o S o o

+40 AT AL AL — 60 AP AT AL 4200 AP A ALY
— 49 AV AN AL — 422 AV AT ALY — 904 APF AP Al’?’) fifi+

+ ( — 105 AY AP AL — 525 AP AL AL 4 205 ATEATT AL
— 230 A3 AL ALY 496 AV A AL 4 768 ANV AR A4
+1536 A% A2 AL (1114 f1f7)+

n (_ 200 AL3 A LS A1’3) (FI" 1+ FLF7)+

+ (315 AR AL AL 41575 APTAT? AL — 1575 AV ALY A2

— 3150 AZY AL AL 4 1400 AV ALY AL

ou les indices, j etk appartiennent &1, 2}.

e Remarque : le travail de nettoyage de ces invariants
est considérable.

e Remarque :l'idéal des relations entre c@& invariants
fondamentaux comport210 équations de degr& 4
gu’il ne serait nécessaire d’étudier que si nous devion
calculer une base de Grébner complete pour décrire e
pIicitementDSS,mT)”;. Mais comme on s’intéresse a un
calcul de caractéristigue d’Euler, il n’est nécessaire ol
utile que de « grobnériser » les quinze relations entre le
onze polyndmes doublement invariants — ouf!



compléteé des onze polyndmes fondamentaux doubl
ment invariants :
f{a A37 A57 Ail? M87
9 10 12 12
A1, My, N7 Ky7g,
14 16
Hi*, ]
confirme la complétude des syzygies obtenues grace
(Plcky) eta(Plcks).

e Remarque : pour exécuter le calcul final de caractéris-
tigue d’Euler, il faut encore choisir un ordre monomial
adéquat avant d’engager le calcul d’une base de Grobn
reduite.

e Enthousiasme pour l'effectivité en geometrie algé-
brique : puisque la méthode fonctionne sur tous les ca
connus, passons aux jets d'ordte= 6 en dimension

v =21



e Observation lucide :le passage aux jets d’ordke= 6
ferait naTtreOQQ5 = 300 invariants construits par produit
croise dont la plupart s’étendraient sur une page et qt
demanderaient un travail de normalisation considérable

e Estimation pessimiste :le nombre de relations
(Plcky) et (Plcks) s'éléverait a

C5- + Ch: = 14950,

et il n'y aurait que 7 relations jacobiennes permettan
d’éliminer au plus 7 invariants redondants.

e Objection encore encore plus pessimistean devrait
aussi partir en guéte d’'un certain nombre de relations a
gebriques exotiques, que nous ne savons pas faire dect
ler d’'un procédé algébrigue uniforme, mais qui sont de
toute fagon englobées daf§ac), (Plck;) et (Plcks).
Par exemple, au niveau = 5, parmi les3b — 25 = 10
iInvariants superflus, il en est ur’f,1 2 qui s’avere satis-
faire :

0=6E{%+35 (A} My" + A3 M) + f1 HY* + 5 H*

relation que nous n'avons pu decouvrir gu’en examinar
les expressions completes (et complexes) de ces inv
riants.



|J>

Z vaudront environ :
CF=>~ 26 ch=0~31...

ce qui demeure encore extrémement loin du nombre fz
tidique11.

Clﬁ)

vy,

e Contre-objection résolument optimiste :en Vvérite,
nous savons qu’il suffit d’étudier les polynémes fonda-
mentaux doublement invariants. Au niveau= 6, Ils
sont tout d’abord au nombre 0@121 = 55, mais en-
suite moins d’'une quarantainene etude exhaustive
du fibré des jets de Demailly-Semple d’ordre 6 en di-
mension 2 n'est donc pas totalement inaccessihlgen
gu’il soit absolument clair gu'a partir des jets d’ordfe
plus rien ne soit a taille humaine.

e A nos heures perdues, travaux accessibles :
(] Etudier les jets d’ordre = 4 en dimension = 3.
(1 Elever 'ordre des jets en considérant un sous-fibré

e ? Victoire annonceée du pessimisme par une estima-
tion imparable : il faudrait s’élever au moins jusqu’a
x = 20 pour gue le quotient significatif" deDS’imT)*(
dépasse le nombre fatidigad, avec des milliers de mil-
liards de milliards de milliards d’invariants fondamen-
taux lineéairement indépendants!



Griffiths et conjecture de Kobayasﬁi.



e Noter maintenant :

A,’” B le f; A//7/// B fzﬂ f;/

pourl <,5 < 3etaussi:
/ / /
B
Sias = L T
1 s

e Chercher les polynGmes invariants par reparametrisa
tion PV (5% f) qui sont aussi invariants par I'action uni-

potente définie par- fl<A> = flw, u. fQW _ fZW g f1<A>

etu - fé” = féM + 1wy, f2<>\> + U flm, OU U, up, ue € C,
pour tout\ tel quel < A < &k, i.e. pour préciser, qui
satisfontP™ (u - j4f) = P™(j%f) quels que soient
Uq, Up, Ue € C.

etc.

Théoréme.Tout polyndmeP2*1V (4 £) de poidsm in-
variant par reparamétrisation et par rapport a I'action
unipotente s’exprime polynomialement en fonction de di
polyndmes fondamentaux

/ 3 H 7 8
fi Ao Ao MNogg Mo

1= )

D6 D% NlO ElO L12




3 1
A12 _A127

I

A?Ql —A12f1 Aj, {/,
AIQ 11 :Am f1f1+A12 fifi — 10A], fifi +15A12 !

N mrron nomueorn e
M22 _3A12 A12_|_12A12 A12 5A1,2A1,27
1o

D’ = A123>

8 I/ /i) 1
Dy : A123 f1 A123 15

/ l// " rn !

N = Ajyy fifi — 3A123 fifi +4A123 fi ///+3A123 e

rononn rn !nom I

EY = SA123 A12 6A1,2,3 A1,27

oo I rononn rn /i / "

LY = 5A153 Ay fi— I5A7 5 Ajofi —6A{ )5 Afy fi—

/i l/ nn Inom ! nm

—24A7535 Ay f1+3OA123 Ay, 1

et dont l'idéal des relations est constitue des six équa
tlons suivantes de degee 3 :

0=—f1f1M22—5/\ 1/\121+3A A1211
0=—fEY—6A 2;1D6+3A1,2D8,

= L2 —6A] {911 D" +5A7 5. DY,

= -3 A} L12—6f{M282D6+5A572.1E10,
[O_Am1L12+f1D8M22—A1211E10>

1= )

[OE—A {211 DY+ AT o D+ AT N,



T N B N N = N 8 R N

\-lvlvlvv -l s el R N

Dimensiony = 3

e Caracteristique d’Euler du fibré de Schur :

_ X(X7 Fllal27l3 T;}) —

T4
- 1121 3l

1l
1
Iy 15 13

—C? +2cijco — ¢y

—C1C9 + C3

+

0! 1! 5!

0! 2! 4!

I 1 1

Lol I
5 5 15
iy 5 15

1 1 1
2 12 12
1
I 1y 13

+O(J1]°).



e Caractéristique d’Euler du fibré de Schur :

x(X, 02,03, T%) =

—cil + SC%CQ — c% —2cic3+ ¢y

1 1
l1 o

TR

ol 11 20 71

L

Iz 13 z§ 4

zi zgi [ z%
4

ll 12 l3 l4

—C%CQ + c% + cijc3 — ¢4

+

0! 1! 3! 6!

ciCc3 — c%

+

0! 11 4! 5!

I 1 1 1

12 12

i

L "2

—C1C3 + ¢4

LTSI

1 1 1 1
1 Iy I3 1y
A
I 15 13 1

+O(J1]%).

11
l3 1y
2 72
i
13l4
1111
21215 12
13131?%12
5 7O 70 1O
B0

+

e Etudier My T% en dimension quelconque.

Fin




