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CORRIGE

Comme 10 =2 x 5, on a 1000 = 10® = 23 x 5% = 8 x 125. Soit
f: ZJ1000Z — Z/SZ x Z/125Z

I'isomorphisme du Théoréme Chinois défini par f(z) = (Z,7). On détermine .
Pour ce faire, on détermine des coefficients de Bézout u,v € Z tels que u x 125 +
vX8=1.

Comme 125 = 4+ 25 = —3 (mod 8), on a (—3) x 125 = 1 ( od 8). Donc
—3 x 125 — 1 est un mutliple de 8. Or, =3 x 125 — 1 = =376 = (—47) x 8. Donc
(—=3) x 125+ 47 x 8 = 1.

Alternativement, on peut dérouler I'algorithme d’Euclide, appliqué aux entiers
125 et 8 :

125 =15 x8+5

8=1x5+3
5=1x3+2
3=1x2+1,

et on en déduit que

1=34+(-1)x2

=3+ (-1)x(B+(-1)x3)=2x3+(—-1) x5
= 2% (84 (1) x5)+(-1) x5

—2x 8+ (=3) x5
= 2% 8+ (—3) x (125 + (—15) x 8) = 47 x 8 + (—3) x 125.

Du coup,

fHa,b) = (—3) x 125 x a + 47 x 8 x b.

D’aprés le cours, {—1, —3} est une famille génératrice de (Z/8Z)*. Quant au
générateur de (Z/125Z), un générateur de (Z/5Z)* est 2. D’apres le cours, 2 ou 7
est générateur de (Z/5°Z)*. Comme ce dernier groupe est d’ordre 5 x (5 — 1) = 20,
dont les diviseurs maximaux sont 4 et 10, il suffit de calculer 2* et 2'° dans (Z/25Z)"
afin de déterminer si 2 en est un générateur. Or, 24 =16 # 1 et 210 = 1024 =24 # 1
dans (Z/25Z)*. Donc, 2 est bien générateur de (Z/5°Z)*. D’aprés le cours, 2 est
donc générateur de (Z/ 537)%.



Il s’ensuit que (—1,1),(=3,1),(1,2) est une famille génératrice de

(Z/SZ)* x (ZJ125L)" = (Z/ST x Z/125Z)*.

Par conséquent,

1(( 1,1)) =3 x 125+ 47 x 8 = 751,
“1((=3,1)) =3 X 125 x 3 + 47 x 8 = 1501 = 501,
f 1(1,2)) = =3 x 125 + 47 x 8 x 2 = 377

est une famille génératrice de (Z/1000Z)*.



