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Documents et calculatrices sont interdits.

Question de cours. Soit U un sous-ensemble ouvert de R" et soit f: U —
R™ une application. Soit a € U.

a. Donner la définition de la différentiabilité de f en a.

b. Donner la définition de la différentielle de f en a, lorsque f est diffé-
rentiable en a.

c. Montrer I'unicité de la différentielle de f en a, lorsque f est différen-
tiable en a.

Exercice 1. Soient m et n des entiers naturels. Dans cet exercice on identi-
fiera le produit cartésien R™ x R™ avec R™*" de sorte que le produit cartésien
de deux sous-ensembles de R™ et de R™ est un sous-ensemble de R™7,

a. Soient U C R™ et V' C R" des sous-ensembles ouverts. Montrer que
U x V est un sous-ensemble ouvert de R™7,

b. Soient F' C R™ et G C R" des sous-ensembles fermés. Montrer que
I x G est un sous-ensemble fermé de R™+™,

c. Soient C' C R™ et D C R™ des sous-ensembles compacts. Montrer que
C x D est un sous-ensemble compact de R™*".

Exercice 2. Soit f: R? — R? 'application définie par
flz,y) = (xesin(y)7 In(z? 4+ y* 4+ 1), arctan(a:y)) )

a. Montrer que f est différentiable.
b. Déterminer la différentielle de f en tout point (a,b) de R2.
Exercice 3. Soit f: ] —2,—1[x]0, +oo[— R la fonction définie par

f(x,t) = t*sin(t).

a. Montrer, pour tout ¢ €]0, +oo[, que la fonction x — f(x,t) est conti-
nue sur Uintervalle | — 2, —1].

b. Montrer, pour tout = €] — 2, —1[, que la fonction ¢ — f(x,t) est
intégrable au sens de Henstock-Kurzweil sur |0, +oo|.



c. Montrer que f est partiellement différentiable par rapport a x en tout
point de | — 2, —1[x]0, +o0][.
of

d. Déterminer o
X

e. Montrer, pour tout =z €| — 2, —1[, que la fonction ¢ %(x,t) est
intégrable au sens de Henstock-Kurzweil sur |0, 4+o00].

f. Montrer, pour tout ¢ €]0, +00|, que la fonction x — %(az, t) est conti-
nue.

On définit F': | — 2, —1[— R par

g. Montrer que F' est continue.
h. Montrer que F' est dérivable.
i. Donner une formule intégrale pour F’(x).

j. Montrer que F” est continue.

Baréme indicatif sur 20 points :

Q de cours | 4 pts
Exercice 1 | 3 pts
Exercice 2 | 3 pts
Exercice 3 | 10 pts




