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1. Soit Z[v/2] le sous-anneau de R obtenu de Z en adjoignant v/2.

a. Montrer que Z[+v/2] est isomorphe & "anneau Z[X]/(X®—2). (On pourra
admettre que v/2 n’est pas racine d’un polynéme non nul & coefficients

entiers de degré < 3.)
b. Déterminer le nombre d’inversibles de I'anneau Z[v/2]/(5).

2. Soit [ I'idéal de Q[X, Y] engendré par
{X?4+Y? 535X +2Y +1, X2 +Y? 43X —2Y — 3}.

Déterminer le nombre d’idéaux maximaux de Q[X, Y] contenant .

3. Soit A un anneau. Soit M un A-module et soit N un sous-A-module
de M. On dira que N est primatif lorsque, quels que soient r € A régulier et
m € M, rm € N implique que m € N.

a. Soit (a,b) € Z x Z, (a,b) # (0,0). Montrer que le sous-Z-module de
Z x Z engendré par (a,b) est primitif si et seulement si pged(a,b) = 1.

b. Soit N un sous-A-module du A-module M. Montrer que N est primitif
si et seulement si M/N est sans torsion.

Soit M un A-module et soit N un sous-A-module de M. Soit Ny le sous-
ensemble de M défini par

Nprim = {m € M |3r € A régulier tel que rm € N}.

c. Montrer que Ny, im est un sous-A-module primitif de M contenant N.

d. Montrer que Npim est le plus petit sous-A-module primitif de M conte-
nant N.

e. Soit (a,b) € Z x Z, (a,b) # (0,0). Soit d = pged(a,b). Soit N le sous-
Z-module de Z x Z engendré par (a,b). Montrer que Nppim est engendré
par (%,2).

f. Soit N un sous-A-module du A-module M. Montrer que (Npum)/N est
isomorphe a (M/N )tors.

g. Soient M et N des A-modules. Soit f: M — N un morphisme de
A-modules. Montrer que ker(f) est primitif lorsque N est sans torsion.
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4. Soit A un anneau et soient M et N des A-modules. Soient m,m’ € M
et n,n' € N.

a. Montrer que m®@n = m’@n’ dans M ®4 N si et seulement si pour tout
A-module P et pour toute application A-bilinéaire 3: M x N — P on
a que B(m,n) = B(m/,n').

Dans la suite on étudie 1’assertion suivante :
m®n=0dans M @4 N si et seulement sim=0oun=20 (C)

b. Supposons que A est integre et que quel que soit @ € M\{0} (respecti-
vement y € N\{0}) il existe un morphisme de A-modules p: M —
A (respectivement ¢v: N — A) tel que p(z) # 0 (respectivement
¥(y) # 0). Montrer I’assertion (C).

c. En déduire que 'assertion (C) est vraie lorsque A est integre et M et
N sont libres.

d. Donner un contre-exemple & ’assertion (C) lorsque A n’est pas integre
et M et N sont libres.
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