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Exercice 1. Soit v: ]0,27[— R? la courbe paramétrée gauche de classe C* définie
par

Y(t) = (cos(—3 ™+ 5 t) cos(2t), cos(—1 m + $¢)sin(2¢), sin(—1 7 + 5 1)).
(a) Déterminer le vecteur tangent +/(t) & 7 en t.
(b) Montrer que 7 est réguliére.
(c¢) La paramétrisation v en est-elle une par longueur d’arc ?
(d) Déterminer la courbure x(t) de «y en ¢.
(e) Montrer que k(t) # 0 quel que soit t € R.
Exercice 2. Soit f: R?* — R I'application définie par
flz,y,2) =222 +* + %,22.
Soit S le sous-ensemble de R? défini par S = f~1(1).
(a) Montrer que 1 est une valeur réguliere de f.
(b) En déduire que S est une surface C* dans R3.
Soit U Pouvert 0, 2w[x] — %, 2 de R? et soit o: U — R? I'application C* définie par
a(u,v) = (cos(u) cos(v)/v2, sin(u) cos(v), sin(v)v/2).
(¢) Montrer que im(c) C S.
(d) Déterminer la différentielle D o de o en tout point ¢ de U.
(e) Montrer que D,o est de rang 2 quel que soit g € U.

On admettra que o est une paramétrisation locale de la surface .S faisant partie d’un
atlas C* définissant une orientation sur S. Soit n: S — S? I'application qui associe
a un point p de S le vecteur normal n, correspondant a l'orientation de .

(f) Déterminer les coefficients F, F, G de la premiere forme fondamentale F du?+
2F dudv + G dv? de S sur la carte o.

(g) Déterminer n, g pour tout ¢ € U.

(h) Déterminer les coefficients L, M, N de la seconde forme fondamentale L du?+
2M dudv + N dv?* de S sur la carte o.

(i) Déterminer la courbure de Gauss K, de S en le point p = (
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.3, 1).

S
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j) Existe-t-il d’autres points p’ dans S avec K,y = K, 7
p p
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Exercice 3. Soit K un corps algébriquement clos. Soit F = Y® — X% € K[X,Y]
et soit V = Z(F) C K2

(a) Dire pourquoi K est une variété algébrique affine sur K.
(b) Montrer que V' est une variété algébrique affine sur K.

(c) Construire un morphisme bijectif f: K1 — V de variétés algébrique affines
sur K.

(d) Montrer que f n’est pas un isomorphisme de variétés algébriques affines
sur K.

(e) Le morphisme f induit-il un isomorphisme f* du corps des fonctions ration-
nelles K (V) dans K(K*')?



