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Exercice 1. a. De maniére générale, on a vu que I'image d’une partie multiplicative par un
morphisme d’anneaux est une partie multiplicative. (2 pt)

b.Onal=1-1€ ST car1l € Set1leT. Soient r,7" € ST. Il existe donc s,s' € Set t,t' €T
tels que r = st et v’ = s't’. Du coup, rr’ = sts't’ = ss’ - tt’ € ST car ss’' € Set tt' € T. (2 pt)

c. Soit A: STTA — o(T)~1(S71A) le morphisme de localisation de 'anneau S~!A par la partie
multiplicative ¢(T"). On note

p=Aow: A—(T)"H(S™tA)

la composition de A et ¢. Il suffit de montrer que le morphisme p satisfait la propriété universelle
de la localisation de ’anneau A par la partie multiplicative ST.

Tout d’abord, il faut vérifier que p rend inversibles tous les éléments de ST. Comme u(st) =
p(s)p(t), il suffit de vérifier que p rend inversibles les éléments de S et les éléments de T'. Or, ¢
rend inversibles les éléments de S, et A rend inversibles les éléments de +(T'), par construction de
la localisation. Il s’ensuit que p = A o ¢ rend inversibles les éléments de S et de T'. (3 pt)

Ensuite, on vérifie I'universalité. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux tel que f(ST) C B*.
Comme S C ST, on a, en particulier, que f(S) C B*. D’aprés la propriété universelle de la
localisation de A par S, il existe un unique morphisme f': S™'A — B tel que f’ or = f. Comme
T CST,ona

f'(UT) = f'ouT) = f(T) € B”,
c-a-d, f’ rend inversibles les éléments de +(T'). D’apres la propriété universelle de la localisation
de ST A par (T), il existe un unique morphisme f”: ((T)"1(S71A) — B tel que f" oA = f'. 1l
s’ensuit que
flop=f"oNot=for=f (3 pt)

11 nous reste & montrer que f” est 'unique morphisme ayant cette propriété. Supposons que
" u(T)"1(S71A) — B est un morphisme d’anneaux avec " opu = f. On a donc (f"" oX)or = f.
Par unicité de f', on a f"”’ o A = f’. Par unicité de f”, on a f"” = f”. (3 pt)

d. Comme ST =TS, on obtient

W(T)"HST1A) = (ST)'A = (TS) A= k(S) 1 (T 1A)
en appliquant le ¢ deux fois. (2 pt)
Exercice 2. Comme le quotient et la localisation commutent, on a
(F2[X]/(X* = X)) x5 = (F2[X]xs)/(X* = X). (2 pt)
Or, Fo[X]xs = Fo[X]x, comme sous-anneaux du corps des fractions Fo(X). Du coup,
(Fo[X]xs) /(X! = X) = (F2[X]x)/(X* = X). (2 pt)
Comme X est inversible dans Fa[X]x, les idéaux (X% — X) et (X2 — 1) sont égaux, et on a
(F2[X]x) /(X" = X) = (F2[X]x)/(X® — 1). (2 pt)
En échangeant encore localisation et quotient, on a
(Fa[X]x)/(X® = 1) = (F2[X]/(X® ~ 1))%. (2 pt)
Comme X?® = 1 dans le quotient F5[X]/(X? — 1), 'élément X est inversible. Du coup,
(Fa2[X]/ (X = 1)) x = F2[X]/(X —1). (2 pt)
Il s’ensuit que le cardinal de I'anneau en question est égal a 23. (2 pt)
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Exercice 3. a. Pour d € N, notons A, le sous-ensemble des fractions de R(X,Y") de la forme
(X%LYW avec H homogene de degré 2d. Ce sous-ensemble de R(X,Y") est évidemment un sous-
groupe additif. Notons que Agq C Agyq car

H H(X?+Y?)

(X2 +Y2)d (X2 +Y2)d+1'

De plus,
A= A4
deN
et est donc un sous-groupe additif de R(X,Y’) comme réunion croissante de sous-groupes additifs.
(1 pt)

Il est clair que 1 € A et que A est stable pour le produit (1 pt). Le sous-ensemble A de
R(X,Y) est donc un sous-anneau.
b. On sait que le polyndéme P € R[Z] s’écrit sous la forme

P=u Qi Qr Qry1- Qris,

ol u € R*, Q1,...,Qr+s € R[Z], avec Q1,...,Q, de degré 1 et Qr41,...,Qrts de degré 2 et
irréductibles, i.e., de discriminant strictement négatif (1 pt). Notons que deg(P) = r+2s. Comme
H= P(%)YM est un polyndme en X et Y, le polynéme P est de degré au plus 2d. En particulier,
r 4+ 2s < 2d. Posons t = 2d — (r 4+ 2s). Du coup,

H

H:ﬁ

.YQdZP(é)'YQd:

WY QUENY Q)Y Qua(F)YE Qs ()Y (3 pt)

Remarquons que P; = Q;(35)Y est un polyndme homogene de degré 1 en X et Y pouri=1,...,r,
et que P; = Qi(é)Yz est un polynéme homogene de degré 2 en X et Y pour i =r+1,...,r + s.
Comme Y est également un produit de polynémes homogenes de degré 1, 1’écriture demandée
en découle si on montre que les polynémes homogenes P11, ..., Py, sont bien irréductibles dans
R[X.Y]. Or, si P; était réductible, pour ¢ entre r + 1 et r + s, il serait produit de deux polyndmes
homogenes R et S de degré 1. On aurait également

QX)=L 5

=y y - TE)UE),

pour certains polyndmes T, U € R[Z]. On aurait donc @ = TU dans R[Z]. Comme R et S sont de
degré 1, les polyndémes T et U seraient de degré au plus 1. Comme @Q); est de degré 2, ils seraient
tous les deux de degré égal a 1. Cela contredirait le fait que @; est irréductible dans R[Z]. (2 pt)

c. L’anneau R[X, Y] étant factoriel, 'unicité de cette écriture est Punicité de la décomposition
d’un polynoéme non nul de R[X,Y] en facteurs irréductibles. Explicitement, cela veut dire que, si
de plus

H:v'Ql"'QT’ 'QW+1"'Q7"+S’7

outwv € R* Q1,...,Qr+s € RIX,Y] sont homogenes et irréductibles, avec @Q1,...,Q, de degré 1
et Quat,..., Qg de degré 2, et 17,8 € N, alors 7/ = r, s’ = s, et il existe des permutations o
de I'ensemble {1,...,7} et 7 de 'ensemble {r+1,...,r+ s} telles que @Q; soit associé a P,(;y dans
R[X,Y] pour i = 1,...,7, et Q; soit associé a P,(;) pour i =r41,...,7+ 5. (2 pt)

d. Ecrivons

H
F=———
(X2 +Y2)d
ou d est un entier naturel et H € R[X, Y] est un polyndme homogene de degré 2d. On peut supposer
que H et X%+ Y? sont premiers entre eux. (D’ailleurs, comme XZY‘*;‘YQ = (%)2 + 1 est le polynome

irréductible Z2 + 1 évalué en %, le polynéme X? + Y? est irréductible dans R[X,Y] comme on
a vu ci-dessus. La condition que H et X2 + Y2 sont premiers entre eux revient donc a dire que

X2 +Y? ne divise pas H.) D’apres le b, il existe u, Py, ..., P.ys comme au c tels que
P, PP PPy
(X2 +Y?2)d

Comme lirréductible X2 4+ Y2 ne divise pas le numérateur, aucun des P; n’est associé a X2 + Y?2.
(2 pt)



e. L’unicité de la décomposition en irréductibles d’une fraction non nulle de R(X,Y") implique
que la décomposition du d est unique dans le sens suivant. Supposons que

Ql"'Qr"Qr’Jrl"'Qr’Jrs’

F=v-
v (X2_|_Y2)e

est une autre décomposition comme au d. Alors, ' =, s’ = s, e = d, et il existe des permutations
o de I'ensemble {1,...,7} et 7 de 'ensemble {r + 1,...,7 + s} telles que Q; soit associé¢ a P,
pour i =1,...,7, et que Q; soit associé a P.;) pour i =r+1,...,7+ 5. (2 pt)
f. D’apres ce qui précede, les diviseurs dans A, a association pres, de
P---P.-Pufy- Py
(X2+Y2)d
dans sa décomposition établie au d, sont les fractions

£1 Er | Er41 . Er4s
PP P Pt

F=u-

_ r r+1
De = (X2 +Y2)ll ’
o e=(e1,...,er4s) € {0,1}7% tel que £1 + - - - + &, est pair, et olt

1 1
le] = 31+ + 3&r +Erg1 -+ Ergs

Il suffit de montrer que toute suite croissante d’idéaux principaux non nuls de A est station-
naire. Soit (I,,) une telle suite. Soit F' un générateur de Iy. Comme Iy C I,,, I'idéal I,, est engendré
par une diviseur de F de la forme D, , pour unique &, € {0,1}"*¢. Comme I,, C I,11, on a
€nt1 < €, pour l'ordre partiel produit sur {0,1}"**. Comme ce dernier ensemble est fini, la suite
(en) est stationnaire, et donc aussi la suite (I,,). (6 pt)

g. Les diviseurs de Xifgz dans A, & association pres, sont

B P1‘£1 P262
e (XQ +Y2)|s\’
ot ¢ = (e1,62) € {0,1}? avec 1 + &2 pair. Du coup, les seuls diviseurs de % dans A, &
association pres, sont
PPy
X24Yy

11 s’ensuit que % est irréductible dans A. (2 pt)

et

Le cas de l'irréductibilité de ﬁ est plus facile : ses diviseurs dans A, a association pres,
sont
PE

Ds = Tvo L voe)
(X2 +Y2)€

ot € = 0 ou 1. Cela implique de suite que ﬁ est irréductible dans A. (2 pt)
h. On a les deux décompositions en irréductibles distinctes suivantes du méme élément non
nul de A :
X2 Y? XY XY
. = . . (4 pt)
X2+Y2 X24Y2 X24Y2 X24Y?

i. D’aprés ce qu'on a vu ci-dessus, les seuls diviseurs communs de U et V dans A sont les
fractions constantes. Si I était donc principal, on aurait eu I = A, ce qui est absurde compte tenu
de la question suivante. (4 pt)

j. Soit f: A — R le morphisme d’évaluation en (1,—1). Le morphisme f étant surjectif et R
étant un corps, ker(f) est un idéal maximal de A. Comme U,V € ker(f), on a I C ker(f). (2 pt)

On montre l'inclusion réciproque. Soit F € ker(f). Comme F(1,—1) = 0, on a r # 0 dans
Pécriture du d. Comme 7 est pair, r > 2. Il s’ensuit que F' est divisible dans A par un élément de
la forme

(X +Y)(aX +0bY)
X2 +Y? ’
pour certains a,b € R. Comme les formes lineaires X + Y et X — Y engendrent ’espace vectoriel
réel des formes linéaires en X et Y, il existe A, u € R tel que

aX +bY = N(X +Y) + pu(X —Y).
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Il s’ensuit que

(X +Y)@X +bY) (X +Y)AMX +Y)+ u(X - Y))

X2+Y2 X2+Y2

(X+Y)? X2 -y?
'WJF,U'W:/\UJFHVGL
Par conséquent, F' € I également. (6 pt)
Exercice 4. On a
(7'41L = (Xl +X2 +X3)4 = (Xl +X2 +X3)3(X1 +X2 +X3) =

(X3 4+ X34+ X3) (X1 + Xo + X3) = X! + X3 X, + permutés.

Du coup,
X!+ X5+ X5 =0} — X? X + permutés. (5 pt)
On a
ooy = (X1 + Xo + X3)2 (X1 X2 + X1 X3 + X2 X3) =

(X7 + X3+ X3 +2X1 X0 +2X1 X3 + 2X2X3) (X1 Xa + X1 X3 + XoX3) =
X3Xo +5X7 X X5 + 2X7 X2 + permutés.

Du coup,
X+ X3+ X5 =0l — 0200 +2X2X2 + 2X7 X5 X3 + permutés. (5 pt)

On a

05 = (X1 Xo + X1 X3 + X2 X3)? = X7 X5 4 2X7 X2 X3 + permutés.
Du coup,

X+ X3+ X5 =0l —o0loy+ 205 + X{ X5 X3 + permutés. (5 pt)
On a

0103 — (Xl + X2 + X3)X1X2X3 = X12X2X3 + permutés.

Du coup,

X{+ X3+ X5 =0l — 000+ 202 + 0103. (5 pt)
On prend donc
g =Y+ 2V, +2Y7 + V1 Vs.

Exercice 5. a. On montre que Rés(X% — 1, X% — 2) = 0 dans F; pour les polynomes X6 — 1
et X* — 2 dans F7[X] (2 pt) en montrant qu’ils ont une racine commune dans F; méme (2 pt).
D’aprés le petit théoréme de Fermat, 1'ensemble des racines de X® — 1 dans F; est F%. 11 suffit
donc de montrer que 2 posséde une racine 4-ieme dans F4 = F>. Comme F> est cyclique d’ordre
6, Pensemble des puissances 4-iémes dans F coincide avec 'ensemble des carrés dans F. 11 suffit
donc de vérifier que 2 est un carré dans F5'. Comme
7—1
277 =2°=1
dans F7, élément 2 est bien un carré dans F5. Cela montre que X 6 1 et X% —2 ont une racine
commune dans F7. (3 pt)
b. On a

Rés(X® —1, X" —2) = (V2)° = D)((=V2)°* = D((iv2)° = D)((=iV2)° ~ 1) =
(V2P = 1)*(=(vV2)’ = 1)? = (1 - 2°)* =49. (6 pt)



